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The article describes the method of using electronic computer systems, in particular Mathcad, when 
finding normal equations in the description for building mathematical models of technological processes in 
the chemical and food industries. Classical mathematical models of the extraction process are usually based 
on the analysis of the differential equation of diffusion under appropriate boundary and initial conditions. 
Also, when describing mathematical models, Fick's equation, the equation of the adsorption pore model of 
molecular-statistical studies, models that take into account the physics of the process of substance transfer 
in a capillary-porous medium, etc. are used. Modeling of mass transfer processes under the influence of the 
intensifying action of the microwave field is described in the studies for the systems “coffee – water” and 
“oak wood – water – alcohol solution”, “coffee grounds – alcohol”, “amorant – hexane”, a mechanism of 
the combined process of mass transfer of extractive substances from a porous structure is proposed into 
solution The description of mass transfer processes under the influence of microwave field intensification is 
rather complicated. The mass transfer of extractive substances from porous structures to the solution takes 
place through the distribution of concentrations at the “solid – solvent” interface. But it passes from the 
inner part through the outer part, through the capillaries into the border diffusion layer. Complex 
mathematical models for mass transfer processes do not have analytical solutions. When using the Mathcad 
system to solve nonlinear systems of equations, it is recommended to use the built-in find function in the 
calculated Given block. Also, the universal function genfit is quite effective, which makes it possible to 
determine unknown parameters for nonlinear combinations of functions by the method of least squares. This 
system was used in the description of extraction processes in the structure of interaction “oil – containing 
raw materials – solvent” with the intensifying effect of the microwave field. Such simplified analytical 
description systems are recommended to be used along with experimental modeling with the classic use of 
similarity theory and the “dimensional analysis” method. Since the final result of these directions is the 
construction of sound engineering methods for the design of extractors for industrial purposes. 

 
Key words: modeling, extraction, mass transfer, Mathcad system, oil-containing raw materials. 

 

Використання системи Mathcad у знаходженні нормальних рівнянь в описі 
процесів екстрагування харчової сировини 

 
Л. М. Коляновська 

 
Вінницький національний аграрний університет, м. Вінниця, Україна 

 
У статті викладено методику використання систем електронних обчислюваних машин, зокрема Mathcad, при знаходженні 

нормальних рівнянь в описі для побудови математичних моделей технологічних процесів хімічних і харчових галузей. Класичні 
математичні моделі процесу екстрагування зазвичай ґрунтуються на аналізі диференційного рівняння дифузії за відповідних гра-
ничних і початкових умов. Також при описі математичних моделей використовують рівняння Фіка, рівняння адбсорційної порової 
моделі молекулярно-статистичних досліджень, моделі, що враховують фізику процесу перенесення речовини в капілярнопористо-
му середовищі та ін. Моделювання процесів масоперенесення під впливом інтенсифікуючої дії мікрохвильового поля описано в 
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дослідженнях для систем “кава – вода” та “деревина дуба – водоспиртовий розчин”, запропоновано механізм комбінованого 
процесу масоперенесення екстрактивних речовин з пористої структури у розчин. Опис процесів масоперенесення під впливом 
інтенсифікації мікрохвильового поля досить складний. Масоперенесення екстрактивних речовин з пористих структур у розчин 
відбувається шляхом розподілу концентрацій на межі “тверде тіло – розчинник”. Проходить з внутрішньої ділянки через зовніш-
ню ділянку, через капіляри в приграничний дифузійний шар. Складні  математичні моделі для процесів масоперенесення не мають 
аналітичних розвя’зків. Для розв’язання нелінійних систем рівнянь рекомендовано використовувати вбудовану функцією find в 
обчислюваному блоці Given. Також досить ефективним є універсальна функція genfit, яка дає можливість методом найменших 
квадратів визначити невідомі параметри для нелінійних комбінацій функцій. Дану систему було використано в описі процесів 
екстрагування в структурі взаємодії “олієвмісна сировина – розчинник” з інтенсифікуючою дією мікрохвильового поля. Такі спро-
щені аналітичні системи опису рекомендовано використовувати поряд із експериментальним моделюванням з класичним викори-
станням теорії подібності та методу “аналізу розмірностей”, оскільки кінцевим результатом зазначених напрямків є побудова 
обґрунтованих інженерних методик для проектування екстракторів промислового призначення. 

 
Ключові слова: моделювання, екстрагування, масоперенесення, система Mathcad, олієвмісна сировина. 

 
Вступ 

 
Моделювання процесів масоперенесення під впли-

вом інтенсифікуючої дії мікрохвильового поля описа-
но в дослідженнях для систем “кава – вода” (Burdo & 
Rjashko, 2007), “деревина дуба – водоспиртовий роз-
чин” (Terzijev et al., 2012), “кавовий шлам – спирт” 
(Terzijev et al., 2012), “аморант – гексан” (Burdo et al., 
2009), запропоновано механізм комбінованого проце-
су масоперенесення екстрактивних речовин з порис-
тої структури у розчин. Розподіл концентрацій на 
межі “тверде тіло-розчинник” відбувається з внутрі-
шньої ділянки через зовнішню ділянку, через капіля-

ри в приграничний дифузійний шар. Для даного рі-
шення використовують такі припущення: 

1) швидкість руху розчину постійна по всьому 
перетину капіляра; 

2) розчинна речовина дифундує від поверхні ка-
налу в потік. 

При аналізі опису моделювання процесів масопе-
ренесення в працях Бурдо О. Г., Ряшко Г. М. рішен-
ням крайової задачі стало визначення двовимірної 
трансформанти в шуканій функції з виконанням по-
двійного інтегрування. Кінцевим була заміна експо-
ненціального виразу першими членами його розкла-
дання в степеневий ряд, з урахуванням симетрії зада-
чі. Остаточне рішення крайової задачі мало вигляд: 
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               (1) 
Початковою моделлю процесу в зазначених пра-

цях була модель (2), яка виведена шляхом введення 
беселевих функцій першого роду І0 і І1: 
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  (2)  
При розгляді систем нормальних рівнянь матема-

тичних моделей процесів масоперенесення варто 
зазначити, що вони  не мають аналітичних розв’язків. 
Для знаходження розв’язків зазначених систем рів-
нянь запропоновано використовувати чисельні мето-
ди, зокрема системи Mathcad. 

Даний підхід ускладнений великою кількістю мік-
ропараметрів. Якщо в моделі (2) перейти від мікропа-
раметрів до макропараметрів, враховуючи вплив тем-
ператури на процес екстрагування, то отримаємо на-
півемпіричну модель процесу: 

t  е
Т

АС         (3) 

де  С – концентрація олії в розчині; 
А – значення максимальної концентрації олії у ро-

зчині при даних умовах досліду (розміри частинок 
твердої фази, тип розчинника, вплив мікрохвильового 
поля); 

α – коефіцієнт, що характеризує вплив температу-
ри на процес екстрагування; 

γ – коефіцієнт, що характеризує швидкість проце-
су при даній температурі; 

Т – температура процесу в даний момент часу τ; 
τ – час протікання процесу. 
Розроблена математична модель досить добре 

описує технологічний процес, а коефіцієнти А, α, γ 
мають конкретний фізичний зміст. Тому математичну 
модель (3) доцільно застосовувати для дослідження 
процесу екстрагування. 

Розробимо систему нормальних рівнянь для мето-
ду найменших квадратів (МНК) для моделі (3). Цільо-
ва функція для (3) має вигляд: 
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де Сі – експериментальні значення концентрації в 
розчині; 

СРі – значення концентрації отримані при моде-
люванні. 
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Цільова функція для рівняння (4) має вигляд: 
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Знайдемо частинні похідні від цільової функції (6) 
за параметрами А, α, γ. 
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Прирівнявши частинні похідні до нуля, отримає-
мо: 
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      (8) 

Після виконання елементарних перетворень над 
системою рівнянь (7) отримаємо:  
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          (9) 

Упорядкуємо систему рівнянь (9), отримаємо сис-
тему нормальних рівнянь методу найменших квадра-
тів для нелінійної залежності:  
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 (10) 

де n – число пар значень Ci , ti; 
Ci – концентрація олій в розчині, (г/л); 
τi – час екстрагування, хв; 
Т –температура у даний момент часу, K; 
А, α, γ – невідомі параметри залежності. 
Система нормальних рівнянь (10) математичної 

моделі не має аналітичних розв’язків. Для знаходжен-
ня розв’язків таких систем рівнянь застосовують чи-
сельні методи з використанням ЕОМ (наприклад, 
система Mathcad, Matlab та інші). В Mathcad для 
розв’язання нелінійних систем рівнянь вбудована 
функція find. Функція find використовується в обчис-
люваному блоці Given. Блок Given має таку структуру 
(рис. 1). 

 
наближення початкові        2:у      1:x   

                                      Given 

30x 2  ye x

      52  yyx   рівняння системи 
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        корені системи рівнянь 

30l2  yleх xl

            52  ylylxl          перевірка розв’язку 
Рис. 1. Розв’язування нелінійних рівнянь за допомогою системи Mathcad [6]. 

 
Поряд з цим в Mathcad вбудовано ряд функцій для 

аналізу даних та регресії, які реалізують методом 
найменших квадратів. Серед них є універсальна фун-
кція genfit, яка дає можливість методом найменших 
квадратів визначити невідомі параметри для неліній-
них комбінацій функцій. 

Функція genfit має формат: 
genfitV   ),,,( FPCt   (11) 

де V – вектор значень параметрів моделі; 
t – вектор значень незалежної змінної; 
C – вектор значень залежної змінної; 
P – вектор початкових наближень; 
F – функція задана в матричній формі, яка містить 

функцію f (τ) із невідомими параметрами А, α, γ та 
похідні по цих параметрах (рис. 2). 

Обробка результатів теоретичних та експеримен-
тальних дослідження на ЕОМ групи досліджень (Ліс-
тінг 1). 
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Рис. 2. Матрична форма функції 

 
На основі даного спрощення варто зазначити, що 

функцію genfit доцільно застосовувати для знахо-
дження невідомих параметрів математичних моделей. 

Але навіть такі серйозні спрощення ускладнюють-
ся, оскільки гідродинамічна ситуація при екстрагу-
ванні визначається турбулентним плином екстраген-
та, ускладненим вихровою дифузією з каналів порис-
тої структури зерен сої та ріпаку.  

Такий напрям досліджень дає змогу провести ана-
ліз бази експериментальних даних, визначити вплив 
конкретних параметрів, але не дозволяє побудувати 
обґрунтовану інженерну методику для проектування 
екстракторів промислового призначення. 
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У зв’язку з необхідністю поєднання методик слід 
застосувати аналітичне та експериментальне моделю-
вання, основною науковою базою якого є теорія поді-
бності і метод “аналізу розмірностей”. 

В працях (Koljanovs'ka, 2014; 2016) було поєднано 
використання системи Mathcad у знаходженні норма-

льних рівнянь в описі процесів екстрагування харчо-
вої сировини із аналізом бази експериментальних 
даних, визначено вплив конкретних параметрів, що 
дозволило побудувати обґрунтовану інженерну мето-
дику для проектування екстракторів промислового 
призначення. 

 
Лістінг 1 
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