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ВИЗНАЧЕННЯ НИЖЧИХ 
ВЛАСНИХ ЧАСТОТ 
КРУТИЛЬНИХ КОЛИВАНЬ 
КУЗОВІВ ТРАНСПОРТНИХ 
ЗАСОБІВ ІЗ ЗАСТОСУВАННЯМ 
КОНТИНУАЛІЗОВАНОЇ 
РОЗРАХУНКОВОЇ МОДЕЛІ 
 

Разработано математическую модель и алгоритм 
расчета свободных крутильных колебаний кузова 
автомобиля. Экспериментально определено жесткость на 
кручение и низшую собственную частоту. Сравнено 
результаты расчета и эксперимента. 

 
The mathematical model and algorithm of calculation of free 

torsion oscillations of car body are developed. Torsional rigidity 
and intrinsic frequency are experimentally defined. Results of 
calculation and experiment are compared. 

  

Постановка проблеми. Кузови 
пасажирських транспортних засобів, зокрема, 
автомобілів і автобусів, є складними 
механічними системами, динамічний аналіз 
яких пов'язаний із значними труднощами. 
Однак, уникнення надмірних деформативних 
коливань несучої металоконструкції  під час 
проектування є важливим чинником підвищення 
надійності і довговічності транспортного засобу, 
його комфортабельності. 

З метою добору раціонального варіанту 
конструкції практичне значення має наближене 
(з похибкою до 15-20%) визначення основних 
частот вільних коливань дослідних зразків. 
Застосування для цього складних програмних 
комплексів і, відповідно, просторових 
оболонкових або оболонково-стержневих 
розрахункових моделей недоцільне через 
надмірні затрати часу на розв’язання задачі. 
Надто трудомістким і тривалим є також 
експериментальне дослідження вільних 
коливань механічної системи. Тому слід 
надавати перевагу спрощеним методам 
розрахунку, які дають можливість оцінювати 
динамічні характеристики металоконструкції з 
використанням обмеженого числа узагальнених 
пружно-інерційних параметрів, що 
визначаються теоретично або 
експериментально. 

Аналіз відомих досліджень і 
публікацій. Статичні і динамічні розрахунки 
складених металоконструкцій, до яких 
відносяться кузови транспортних засобів, 
можна виконувати з високою точністю, 
користуючись методом скінчених елементів [1, 
2, 3, 4]. Широке розповсюдження згаданого 
методу в інженерній практиці привело до 
розроблення великої кількості обчислювальних 
систем, таких як Ansys, Nastran, Cosmos, Catia 
та ін. [5, 6, 7]. Однак, використання цих програм 
пов’язане з необхідністю створення складних 
3D-моделей металоконструкцій, що є 
трудомістким завданням. Тому для проведення 
досліджень в інженерній практиці застосовують 
наближені методи аналізу динамічних явищ у 
несівних конструкціях транспортних засобів та 
інженерних споруд [8, 9, 10, 11, 12, 13]. Для 
цього здебільшого розробляють 
континуалізовані розрахункові моделі 
металоконструкцій.  

Постановка задачі. У даній статті 
пропонується спосіб визначення основної 
власної частоти крутильних коливань кузова 
автомобіля, який ґрунтується на розгляді  
оболонкової конструкції як складеного бруса, 
що має кусково-сталі пружно-інерційні 
параметри. Жорсткісні характеристики 
динамічної моделі визначаються 
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експериментально. Аналіз вільних коливань 
системи виконується методом початкових 
параметрів [14]. 

Основний матеріал. Кузов автомобіля 
схематично зображено на рис. 1, де li і di (i=1, 
2, …, 5) – довжини ділянок металоконструкції; 
l0 – відстань між опорними вузлами підвіски; mi 
(i=1, 3, 4, 6) – маси вантажів, що імітують 
обладнання автомобіля і пасажирів, аі (i=1, 3, 
4, 6) – відстань між центрами мас вантажів. 

 
Рис. 1. Схема кузова автомобіля. 
 
Розглядаючи вільні крутильні коливання 

кузова, розрахункову модель механічної 
системи приймаємо у вигляді складеного 
стержня (рис. 2), пружно-інерційні параметри 
якого в межах ділянок довжинами li (i=1, 2, …, 
5) постійні. Кожну з пар вантажів подаємо у виді 
твердого тіла з моментами інерції Ji=miai

2/2 
(i=1, 3, 4, 6). 

 
Рис. 2. Розрахункова модель для 

проведення аналізу крутильних коливань 
кузова автомобіля. 

 
Для опису руху використовуємо 

координати хі (i=1, 2, …, 5), початки яких 
розміщені в лівих граничних перерізах 
відповідних ділянок. 

Приймаючи площу поперечного перерізу 
сталою, знаходимо її у вигляді 

l
mA


 ,                              (1) 

де m, l – маса і сумарна довжина 
металоконструкції кузова; ρ – густина 
матеріалу. 

Полярні моменти інерції поперечних 
перерізів записуємо як 

ArI ipi  2       (i=1, 2, …, 5),        (2) 

де ri – полярний радіус інерції. 
Приймаючи, що поперечні перерізи 

автомобіля мають прямокутну форму, а площі 
несівних елементів рівномірно розподілені по 
контурах поперечних перерізів, записуємо 
вираз для визначення полярного радіуса інерції 
у вигляді 
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   (i=1, 2, …, 5),   (3) 

де bi і hi – ширина і висота поперечного 
січення кузова автомобіля на i-ій ділянці. 

Жорсткісні властивості металоконструкції 
визначаються значеннями зведеного модуля 
пружності матеріалу другого роду, які знайдено 
для кожної ділянки за формулою 

pi
i I

cG          (i=1, 2, …, 5).           (4) 

Значення с знаходимо експериментально, 
закручуючи кузов автомобіля на ділянці 
довжиною l0, що розміщена між опорними 
вузлами  

00 lcc  ,                             (5) 

де с0 – крутильна жорсткість ділянки довжиною 
l0. 

Таким чином, розрахункова модель 
кузова представлена у вигляді складеного 
стержня, який має постійну по всій довжині 
площу поперечного перерізу але змінні момент 
інерції поперечного перерізу і модуль пружності 
матеріалу другого роду. 

Використовуючи наведену на рис. 2 
розрахункову модель, рівняння крутильних 
коливань  ділянки кузова записуємо у вигляді 
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де φі – кутове переміщення деякого перерізу і–
ї ділянки кузова; ξі=xi/li – відносна поздовжня 
координата перерізу (хі – його абсолютна 

координата); t – час;  ii Ga  – швидкість 
поширення хвилі пружних деформацій. 
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Розв’язки рівнянь (6) повинні 
задовольняти граничні умови, які визначаються 
виразами 
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φі= φі-1 (i=2, 3, 4, 5), якщо ξі-1=1, ξі=0;     (8) 
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причому J2=J5=0. 
Рівняння (6)–(9) утворюють математичну 

модель крутильних коливань даної механічної 
системи. 

Розв’язок рівнянь (6) записуємо у вигляді 
tiii  cos)(     (i=1, 2, …, 5),      (10) 

де ω – циклічна частота. 
Підставляючи (10) в (6), отримуємо 

рівняння амплітудних функцій 
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Розв’язавши рівняння (11), записуємо 
матричну залежність 
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З врахуванням (10) граничні умови (7)–(9) 
зводимо до вигляду 

Х1(0)=S1X0;                        (1.13) 
Хi=SiXi-1(1)    (i=2, 3, 4, 5);          (1.14) 

Х6=S6X5(1),                        (15) 
де 
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Використовуючи залежності (12)–(15), 
отримуємо рівняння зв’язку матриць-колонок 
Х0 і Х6: 
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Власні частоти крутильних коливань 
механічної системи визначаємо за допомогою 
рівняння (16), виходячи з рівності нулю другого 
елемента матриці-колонки Х6. Виконуючи 
розрахунок, ненульову компоненту матриці-
колонки Х0 задаємо довільно, зазвичай рівною 
одиниці. 

Для числової реалізації  викладених 
математичних моделей розроблено програми, 
які дозволяють виконувати розрахунки вільних 
крутильних коливань кузова автомобіля. 

Для прикладу розглянемо динамічні 
характеристики несівної металоконструкції 
кузова, маса якої m=251кг; загальна довжина 
l=4,05м; відстань між опорними вузлами 
l0=2,75м. 

Експериментальне значення крутильної 
жорсткості: 

а) без вікон с0=360,96 кН·м/рад; 
б) з вікнами с0=521,39 кН·м/рад. 
Геометричні параметри кузова та маси 

вантажів наведені в табл. 1. Розрахункові і 
експериментальні значення нижчих власних 
частот несівної конструкції наведені в табл. 2. 

 
Таблиця 1 

Параметри кузова автомобіля 
і маси вантажів 

 
i 1 2 3 4 5 6 

li, м 1,05 1,00 0,60 0,40 1,00 – 

bi, м 1,40 1,45 1,50 1,45 1,35 – 

hi, м 0,50 1,00 1,10 1,00 0,50 – 

аі, м 0,8 – 0,80 0,70 – 1,23 

mi,кг 20,0 – 20,0 20,0 – 15 
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Таблиця 2 
Значення нижчої частоти крутильних 

коливань кузова автомобіля (Гц) 

без вантажів з вантажами 
без вікон з вікнами без вікон з вікнами 

а) розрахункові значення 
28,500 34,252 23,189 27,870 

б) експериментальні значення 
– 40,000 – 24,600 

 
Висновки. Порівняння наведених вище 

теоретичних  і експериментальних результатів 
показує, що за допомогою викладеної методики 
значення нижчих власних частот механічної 
системи знайдено з похибкою, що не 
перевищує 20%. 

Таким чином, застосування 
континуалізованої розрахункової моделі дає 
можливість з достатньою точністю оцінювати 
нижчі частоти вільних коливань кузова 
автомобіля. Запропонований підхід може бути 
використаний в інженерній практиці з метою 
зменшення рівня вібрацій транспортних 
засобів. 
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